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Soit (Q, A, P) un espace probabilisé.
@ On considérera des vecteurs de variables aléatoires X = (X, ..., Xx) de RX.
On parle de vecteur aléatoire ou de variables aléatoire & valeurs dans R¥.
@ On notera d une distance sur R¥, d sera équivalente & la distance euclidienne.
La distance euclidienne est défini par d(x, y) = Zle(x,- -y
@ On rappelle qu’'une suite de variable aléatoire (X,),=0 & valeurs dans R*
converge en probabilité vers une variable aléatoire X & valeurs dans R* si pour

tout € > 0,
lim P(d(X,,,X) > €) = 0.

On notera X,, LA X.

@ Une suite de variable aléatoire (X,,),0 & valeurs dans R* converge presque
slrement (p.s.) vers une variable aléatoire X & valeurs dans R¥ s'il existe
Qe Atelque P(Q) =1 et

Iim X,(w) = X(w), VYw e Q.
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@ La convergence presque slre entraine la convergence en probabilité mais le
contraire n’est pas vrai. On peut montrer qu’une condition suffisante de
convergence presque sire est

ZP(d(X,,,X) >€) <o, €>0.

n>0
@ Pourx,yeRf onnoterax<y lorsque x; < y; pour 1 <i <k.

@ Pour une variable aléatoire X a valeurs dans R, la fonction définie sur R¥,
x b P(X < x) est appelée fonction de répartition.
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Le lemme de Portmanteau

Lemma 1

Soit (X,)as0 Une suite de variables aléatoires toutes a valeurs dans R* et X une
autre variables aléatoire a valeurs dans R¥. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

@ lim,_..P(X, <x) =P (X < x) en tout point de continuité de x — P (X < x).

Q lim,_., Ef(X,) = Ef(X) pour toute fonction f continue et bornée.

@ lim,_., Ef(X,) = Ef(X) pour toute fonction f Lipschitz et bornée.

© liminf,_. Ef(X,) = Ef(X) pour toute fonction f positive et continue.

@ liminf, P (X, € G) > P(X € G) pour tout ensemble ouvert G.

Q limsup, P (X, € F) <P (X € F) pour tout ensemble fermé F.

@ lim, . P(X, € B) = P(X € B) pour tout borélien B tel que P (X € 6B) = 0 ou
0B = B\ B° est la frontiere de B.

Definition 1

Lorsque l'une des conditions du lemme précédent est vérifiée, on dit que (X,)us0
convergence en loi vers X et on note X, = X.
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Théoréme de I'application continue

Soit g : R* — R™ continue en chaque point de C tel que P(X € C) = 1. On a alors
les propriétés suivantes.

@ SiX, = X alors g(X,,) = g(X).

Q SiX, 5 X, alors g(X,) 5 g(X).

Q Si (X))o converge vers X p.s., alors (g(X,)),so converge g(X) p.s.
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Tension et compacité

Definition 2

On dit qu’une suite de variables aléatoires (X,),>o est tendue si pour tout € > 0, il
existe M > 0 tel que sup,., P (d(X,,0) > M) < e.

@ Une suite constante est toujours tendue.
@ Sila suite prend ses valeurs dans un sous-ensemble compact de R alors elle
est tendue.

Theorem 2 (de Prohorov)

Q@ SiX, = X alors (X,,),0 est tendue.
@ Si(X,).=o est tendue alors il existe une sous-suite (Xy,)j=0 qui converge en loi.

@ Sion prend une suite de variables aléatoires a valeurs dans un méme espace
fini E, alors il existe une sous-suite qui converge en loi (démonstration
directe ?).

@ Le théoreme ci-dessous montre que tout suite qui prend ses valeurs dans un
sous-ensemble compact K de R* admet automatiquement une sous-suite qui
converge en loi.
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Convergence en loi pour les couples

@ On rappelle que la convergence p.s. entraine la convergence en probabilité qui
elle-méme entraine la convergence en loi.

@ On notera cependant que la propriété de convergence en loi ne concerne que
les distributions de probabilités. Souvent la variable aléatoire limite X n’est la
que pour des raisons de commodité (pour représenter une loi de probabilité) et
n’est pas nécessairement définie sur le méme espace de probabilité.

@ SiX, = c ol c est une constance alors (X,,),=0 converge vers c en probabilité.

Q SiX, = X etd(X,,Y,) 5 0alors Y, = X.

. P
@ SiX, = X etY, — ¢ pour une constance c, alors (X,,, Y,) = (X, ¢).

On prendra garde que X,, = X et Y, = Y n’entraine pas (X,,Y,) = (X,Y) en
général (alors que c’est vrai pour la convergence en probabilité et la convergence
p.s.).
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Lemme de Slutsky et applications

Lemma 2

SiX, = X etY, = c ou c est une constante, alors les propriétés suivantes sont
vérifiées.

Q X, +Y,=>X+c.

Q V.X, > cX.

Q Y,;'X, = ¢ 'X provided ¢ # 0.

Les propriétés précédentes s’appliquent aussi bien a des vecteurs qu’a des
matrices lorsque les sommes ou produits ont un sens.

Un exemple important d’application est la convergence d’une statistique aprés
P
renormalisation par I'écart type estimé. Si Vn (T, — ) = N(0,0?) et 6> — o alors

Tn_g
o

\Vn = N(0, 1).

De plus si gi_q/2 est le quantile d’ordre 1 — «/2 de la loi N(0, 1) alors

[Ty — q1-a207/ \In, T, + q1-a/26°/ \n] est un intervalle de confiance de niveau
asymptotique 1 — a.
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Convergence en loi et convergence des moments

X, = X et méme lim,_,, X,, = X p.s. ne guarantit pas que EX,, — EX. Exemple :
X, =2"Y,---Y, avec (Y,,),> suite de v.a. i.i.d. toutes de loi B(1/2).

Definition 3
La suite (X,,)qen €St dite uniformément intégrable si

Mling sup E [1jx,smlXall] =

@ On pourra vérifier que la suite donnée dans 'exemple ci-dessus n’est pas
uniformément intégrable.

@ Un critere qui guarantit 'uniforme intégrabilité est I'existence d’'un nombre
p > 1 tel que sup,, o ElIX,|IP < oo.
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Convergence en loi et convergence des moments

Theorem 4

Soit (X,)xs0 Une suite de variables aléatoires telle que X, = X. Soitf : R - R
mesurable et continue en tout point de C € B(R¥) tel que P(X € C) = 1. Alors
lim, 1. Bf (X,,) = Bf(X) dés lors que la suite (f(X,)),s est uniformément intégrable.

Exemple d’application : si X, = X et sup,,., EIX,[’ < +co pour un réel p > 0, alors
lim,_, .o EX; = EXY pour tout ¢ < p.

SiEX? — EXP pour tout entier p > 0 et si la distribution de X est uniquement
déterminée par ses moments alors X, = X.

Par exemple, la loi N(0, 1) est uniguement déterminée par ses moments myp,; = 0
et my, = % La loi gaussienne standard est la seule loi de probabilité ayant ses

moments.
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o et O stochastique

@ Onnote X, = op(1) si X, i 0 et X, = Op(1) si (X,,)n>0 €st tendue.

@ On alors les regles suivantes : op(1) + 0p(1) = 0p(1),

op(1) + 0p(1) = Op(1),  Op(1op(1) = 0p(1), (1 +0p(1)™" = Op(1).

@ Si R, avaleurs réelles, on dit que
X, = op(Ry) siX,=R,Y,etY, = op(1),

X, = Op(Ry) si X, =R, Y, etY, = Op(1).

@ On obtient de nouvelles regles
op(Ry) = Ry,op(1),  Op(R,) = R,0p(1), o0p(Op(1)) = op(1).
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o et O stochastique

A titre d’exercice, on pourra démontrer le résultat suivant

Soient R : R¥ — R une fonction telle que R(0) = 0 et (X,,),=0 une suite telle que
X, = op(1). Pour toutp > 0, on a

@ siR(h) = o (|HIP) lorsque h — 0, alors R(X,,) = op (IX,IP) ;
Q siR(h) = O(|HP) lorsque h — 0, alors R(X,,) = Op (IX.IIP).

On pourra poser g(h) = R(h)/||hlIP si h # 0 et g(0) = 0 et étudier la suite g(X,,).
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Fonctions caractéristiques

Pour une variable aléatoire X a valeurs dans R, on définit sa fonction
caractéristique ¢x par

ox(®) =E [e”/x] =E [ei 1 f.fxf],

Theorem 6 (de continuité de Lévy)

@ On a I'équivalence

X, = X © VYt e R¥, lim ¢y, (1) = ¢x(0).

© De plus si ¢x, converge point par point vers une fonction ¢ continue en 0 alors
¢ est forcément la fonction caractéristique d’une variable X et de plus X, = X.
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© La méthode delta
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Développement limité

@ On suppose une convergence en loi du type Vn (T, — ) = T.

@ On s'intéresse & une convergence en loi pour ¢(T,) (e.g. T7) pour une fonction
donnée ¢.

@ Lorsque ¢ est dérivable, on peut utiliser un développement limité :

Vi (§(T,) — ¢(0)) = Vng/ ()T, — 6) + VnR,.

@ Si vnR, = op(1), on peut déduire du lemme de Slutsky la convergence

Vi (¢(T) = ¢(6) = ¢/ (O)T-
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Résultat

@ Si¢:RF = R, on pose D¢(0) = (0,6(0),...,hke(0)) (le vecteur ligne formé des
dérivées partielles de ¢ au point 6).

@ Si¢:RF - R™avec ¢ = (¢1,...,¢,), On pose

0161(0) -+ Oxg1(0)
ppey=| .. |

Soit ¢ : O c R — R™ une fonction différentiable au point 6. Soit également T,, une
variable aléatoire a valeurs dans O et telle que r,,(T,, — 6) = T pour une suite (r,),>o
telle que r, — +oo. Alors

I (@(T) = $(6)) = Dp(0) - T.
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® SiX|,X,,...1id. ettelles que py < +oo et u; = 0 avec u; = EX| pour i € N*,
) —\2
Alors si §2 = 1 3| (Xl- —Xn) ,

\/5(52 —,Uz) = N(O»/M —M%)-

@ Montrer que si (X1, Y1) est un vecteur gaussien tel que p = corr(Xy, Y1),
montrer que

Vi (s =p) = N (0.1 = p?),

ou p, est le coefficient de corrélation empirique construit a partir de
X1, Y1), ..., (X, Yy ilind.

@ On peut en théorie utiliser des DL d’ordre supérieur si la dérivée d’ordre 1 est
nulle. Par exemple, siE(X;) =0=1— EX% déterminer la loi asymptotique de

cos ()_(,,) a partir d’'un DL & l'ordre 2.
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